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1. Introduccio i pre-processament de dades

1.1. Introduccio

Estudiarem dos tipus de dades en aquest curs:

e (Conjunts de dades multivariades (moltes observacions i moltes variables).
e Series temporals (variables que s'observen de manera repetida en el temps, diariament,
setmanalment, mensualment, etc).

Les sub-disciplines de I'estadistica dedicades a l'analisi de dades aixi son I'analisi multivariat i
I'analisi de séries temporals, i tractarem ambdues técniques en aquest curs.

1.2. Pre-processament

Generalment no es recomana ajustar models estadistics directament sobre datasets sense
processar. Existeixen moltes técniques de netejat de dades i pre-processament que ajuden a
assegurar la qualitat de les dades i que faciliten una analisi amb més sentit. El pre-processament
presenta diverses caracteristiques importants:

e (Conversio6 de I'arxiu de dades a un format adequat.

e Evitar duplicacions.

e Comprovar l'existéncia de dades mancants, outliers i zeros.
e Comprovar sis'han de fer transformacions sobre les dades.

1.3. Valors mancants

Treballant amb valors mancants: N'existeixen? Com estan codificats? Quin percentatge de les
dades falta? Es concentren els valors mancants en algunes variables o individus?

Classificacio dels valors mancants

1. Missing Completely At Random (MCAR):

o Hiha valors mancants, pero es pot intentar veure un dataset hipotétic d'individus
observats completament.
o Siles observacions son una mostra aleatoria d'aquestes dades ideals, aleshores les
dades mancants son MCAR.
o Les observacions que falten sén també observacions aleatories d'aquest dataset.
o Descartar els valors mancants no és molt problematic si no n'hi ha gaires.
2. Missing At Random (MAR):

o La probabilitat que un resultat falti per una variable particular pot dependre de les
altres dades observades (per exemple d'altres variables que si que han estat
observades).

o Condicionat a les dades observades, aquesta probabilitat pot no dependre dels valors
de la variable.

3. Missing Not At Random (MNAR):

o La probabilitat d'un valor mancant depén en els valors de la variable en consideracio,
incls després de controlar les relacions amb altres variables rellevants.
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Opcions d'actuacié
Esborrar dades mancants

Si esborrem les dades mancants, la mida de la mostra es redueix, i perdem poder per detectar
efectes interessants. La inferéncia estadistica podria estar esbiaixada si les dades mancants no
son MCAR.

Imputacié de dades mancants
Imputacié per la mitjana

Se substitueixen els valors mancants per la mitjana de les observacions. Aixo atenua l'efecte de la
variable explicativa sobre la variable resposta.

Mean imputation

Imputacié per regressié

Se substitueixen els valors mancants per el valor de la recta de regressié. Es podria subestimar la
variancia real de les dades.
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Regression imputation

Imputacio per regressi6 estocastica

Es substitueixen els punts pels valors de la regressio lineal més un soroll tret de A/(0, s2).

Stochastic regression imputation

8]
@o
o

Imputacié multiple

S'aplica molts cops la imputacié per regressio estocastica i es fa cada cop la recta de nou.
Finalment, el valor se substitueix per la mitjana de tots aquests.
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Multiple imputation

1.4. Zeros

Tractar zeros és una operaci6 delicada, ja que es poden confondre els zeros per valors mancants
(per exemple, com fa MS Excel amb les cel-les en blanc). Per tant, és molt important la manera de
codificar les dades, i resulta essencial utilitzar un codi especial a la base de dades per indicar si
la dada és, en efecte, mancant. Per exemple, en R, fem servir NA pels valors mancants.

1.5. Outliers

Podem tenir outliers univariats, bivariats, o multivariats. Els dos primers els podem identificar
amb diagrames univariants i bivariants, pero per detectar els multivariats és més complicat.

Com s'actua sobre els outliers?

e Primer cal comprovar si el valor correspon a una mesura correcta o és clarament erronia o
impossible. Per exemple, es pot consultar a la gent que ha generat les dades en questio.

e Depenent de la técnica estadistica utilitzada, un outlier pot ser problematic o no. Si es
considera problematica l'existéncia d'outliers, es pot considerar una transformacio de les
dades per atenuar-ne I'efecte.

Per tant, es fa I'analisi amb i sense els outliers, i es comparen resultats.

1.6. Transformacions

En estadistica s'utilitzen molt les transformacions de les variables aleatories. Per quins motius
s'utilitzen?

e Per reduir els efectes dels outliers.

e Per fer una distribucié més simetrica.

e Per produir homoscedasticitat.

e Per aconseguir normalitat aproximada.

e Per eliminar una restriccié que opera sobre les dades
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Transformacions comunes:

e y = In(x) (zeros no permesos).

e y = ./T (zeros permesos).

e Transformacié logit per probabilitats y = ln(l%p).

e Substituir les observacions pel seu rang (?) /// la seva posicié (?).
e Transformacio de la poténcia y = z“.

e Transformacié de Box-Cox.

Transformacio de Box-Cox

La transformaci6 de Box-Cox es pot utilitzar per aconseguir normalitat aproximada en una
variable aleatoria. La seva expressié analitica és

v -1
yzgx) _ 5 A#0
In(y;) A=0

El valor optim de )\ s'aconsegueix per maxima versemblanca.
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2. Algebra de matrius aplicada a I'analisi
multivariant

Resum de vectors i matrius

e Norma-2: |z, = vaTz = /XL, oF;[loz|s = [of - [|z]l2.
e Producte escalar: < z,y >,= wTy =x1y1 + - F gy <x,y>=0 < x Ly

<zy>
e Angle:cosf = —2>.
llly-llll,

e Descomposicié espectral i SVD:

Matrius basiques a I'analisi multivariant

e Matriu de dades: X, .

e Vector de mitjana mostral: m,,; = (%ITX)

e Matriu de dades centrades: X, = X — 1,,;m” = (I — 1117) X,

e Matriu centradora: H = — 1117 — X, = HX.

e Matriu de dades estandaritzades: X, = X.D !, on D, = diag(s1,...,s,) ésla matriu de
les desviacions tipiques de les columnes de X. Per tant, X, = HXD,".

e Matriu de covariancies mostrals: S = ﬁXch.

T

e Matriu de correlacions mostrals:
R=D;'SD;' = LD;'X"THTHXD;' = L XTX,.

o
Distancies importants a I'analisi multivariant

e Euclidiana:

1
2

brs = \/(-’Jcs —z,) (2, — z,) = (zp; |z — wsi!2)

e Distancia de Mahalanobis:

e Distancia de Minkowski:


af://n1294
af://n1295
af://n1305
af://n1321

3. Analisi de components principals (PCA)

Els objectius principals de I'Analisi de components principals (PCA) so6n:

e Reduir el nombre de variables.
e Una visualitzaci6 de la matriu de dades a través d'un biplot.

Teoria de la PCA

Busquem combinacions lineals de les variables originals,

Fi =anXi +apXe+---+ alep
Fy =an X1 +apnXs+---+ aszp

Fp = aple + ap2X2 +---+ aprp

tals que satisfacin:

e F,F,...,F,nocorrelades.

e Var(F;) maxima.

e Var(F;) > Var(Fy) > --- > Var(F,).

° alz1+a122+...+a12p:1' (-1<a;<1)

Tots els coeficients i valors propis es poden obtenir de la descomposicié espectral de la matriu
de covariancies, S = AD, AT. Les components principals s'obtenen calculant

F, = X. A.
(n x p) (nxp) (pxp)
Els valors propis corresponen a les variancies de les components principals perqué

1

n—1

FTF, = %(XCA)TXCA = ;ATXZXCA = ATSA = ATAD\A"A = D,.
n_

n—1

Una manera alternativa de fer PCA és utilitzant la descomposicié en valors singulars (SVD) de
la matriu de dades centrada, X, = UDAT . Les components principals aleshores es calculen amb
F, = X.A =UD. Els valors singulars al quadrat es relacionen amb la variancia dels components
principals perqué

1

1
n—lF’?Fp:

D? = D,.
n—1 A

——(UD)'UD =
n—l(U )y U

Aquesta aproximacioé és molt convenient per construir biplots.

Biplots

Un biplot és una eina molt Util per explorar graficament dades multivariants. Es una
generalitzacié multivariant de I'scatterplot, pero difereix d'aquest en alguns aspectes:

e Tipicament té més de dos eixos.
e Els eixos no sén perpendiculars, sind que tendeixen a ser oblics.
e |a matriu de dades es representa de manera aproximada, no exacta.

Un biplot és una visualitzacié de les files i columnes d'una matriu que és optima en termes de
minims quadrats.

Per fer un biplot d'una matriu, primer I'hem de factoritzar
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anp = FanG;Xp (1)

en el producte d'una matriu de marcadors de files, F', i una matriu de marcadors de columnes,
G. Aquesta factoritzacié també existeix en un scatterplot ordinari,

Xnxo = Xpxalaxa.

La factoritzacié (1) no és Unica; amb qualsevol aplicacio lineal invertible T' tenim

Xn><p = anrTTil CTv11:><p = an GT (2)

T~rxp*
Biplots i el producte escalar

En un biplot, els valors de les dades s'aproximen amb el producte escalar ordinari entre dos
vectors:

fi
]
9 I
Veiem que, efectivament,
i | £ 9 i
cosf = = lpi |l = zij ~ 11 95 = Ipill - llgll-
[T 21 Y e 71

Biplots a la PCA

La PCA d6na un biplot de la matriu de dades centrades. S'obté representant conjuntament les
dues primeres components principals (les primeres dues columnes de F},) i els dos primers
vectors propis (primeres dues columnes de G;). Les files de F), es representen normalment amb
punts, i les files de G; amb fletxes. Les coordenades F, s'anomenen coordenades principals, i les
coordenades G, s'anomenen coordenades estandar. Aquestes Ultimes compleixen GT G, = I.

Es pot fer un escalat alternatiu del biplot. Utilitzant D, la matriu diagonal amb les desviacions
tipiques de les components principals,
X, = F,D;'D,Gf = F,D,Gt = F,G},
Gy, = G,D,.

Aquest biplot representa les components principals estandaritzades, Fs = Fst‘l. Tenim, per
tant, dos biplots:

e X. = F,GT (biplot de forma)
o X, = F;GL (biplot de covariancia)

En general, els biplots de forma es centren en la representacié de distancies, mentre que els
biplots de covariancia es centren en representar I'estructura de correlacié.


af://n1379
af://n1384

Propietats dels biplots

e En el biplot de forma, les distancies euclidianes entre punts aproximen les distancies
euclidianes entre files de la matriu de dades.

e En el biplot de covariancia:

o Les distancies euclidianes entre punts aproximen les distancies de Mahalanobis entre
files de la matriu de dades.

o Lalongitud d'una fletxa aproxima la desviacié tipica de la variable corresponent.
o L'angle entre dues fletxes aproxima la correlacié entre les variables corresponents.

Biplots a R

Amb aquestes instruccions

plot(F[, 1], F[, 2], pch = 19)
points(G[, 1], G[, 2], pch = 2, col

= "blue™)
arrows(0, 0, G[, 11, G[, 21)
podem representar el seglent biplot:
5.
3
9
L ]
B
10
== e
Hage . Wheight
Wage Qe I'l,
IIII
'
R Hheight
4 1- -2

Quantes components utilitzem?

Els criteris a considerar son els seglents:

e E| percentatge de variancia explicada; volem que sigui > 80%.

¢ El mddul del valor propi corresponent; volem valors propis > .
[ ]

L'scree-plot; ens dona una visualitzaci6 grafica dels valors propis, és a dir, de quanta
variancia explica cada component.

Tests de significancia amb els valors propis.

Si ho plantegem matematicament,
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tr(S) = tr(ADyAT) = tr(Dy),

p p p
ZVar(Xi) = ZVar(Fi) = Z)\ia
i=1 i=1 i=1
Component Fi Fy
Variancia A1 Ao
Fraccio )\1/ Z >\z )\2/ Z )\1
Fraccié acumulada A/ DN M+ X))/ XN

Tipus de PCA

Hi ha dos tipus de PCA. Els calculs es poden basar en

e |a matriu de covariancies S:

o No és invariant respecte I'escala de mesura.
o Lavariable amb variancia més gran domina.
e La matriu de correlacions R:

o Esinvariant respecte l'escala de mesura.
o Totes les variables contribueixen de la mateixa manera.

Interpretacié

Les components es poden interpretar amb I'ajuda dels coeficients de les variables, de les
correlacions entre variables i components, i amb el biplot. Si l'objectiu és tenir una imatge de la
matriu de dades, aleshores la interpretacié de les components podria no ser necessaria.

Sobre la bondat d'ajust

Dels valors propis de I'analisi, es pot calcular la bondat d'ajust total d'una soluci6 k-dimensional.
També es pot calcular la bondat d'ajust per cada fila i columna de la matriu de dades. La bondat
d'ajust de les variables també es pot calcular com I'R? en una regressié sobre les components

principals.
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4. Escalament Multidimensional (MDS)

Introduccio

Objectiu: en base a certa informacio respecte les distancies (o similituds) entre n objectes,
volem construir una configuracié d'n punts en un espai de dimensio6 baixa (un mapa).

Terminologia

e Proximitat
e Similaritat (s,s)
e dissimilaritat/dissimilitud o distancia (d..s)

Una mesura de similaritat s satisfa les seglient propietats:

e s(A,B) =s(B,A).
e s(A,B) > 0.
e s(A, B) augmenta quan A i B s'assemblen més.

Una mesura de distancia J satisfa les seglients propietats:

e 5(A,B) = (B, A).
o 5(A,B)>0.
e A=B — §(A,B) = 0.

Una funcioé de distancia § s'anomena una métrica si, a més de les propietats de distancia, satisfa
les seglients propietats addicionals:

.A:B<:5(A,B):O.
 Ladesigualtat triangular: 6( A, B) < 6(4,C) + §(C, B).

Mesures de dissimilaritat

S'utilitzen bastant les distancies introduides amb anterioritat a I'apartat 2, que son les seglents:

e Euclidiana:

» 3
Ops = \/(Cl?s - xs)T(mr - 338) = (; ’wri - msi’2> :

Cal notar que la distancia Euclidiana generalitza facilment a p variables, sent la distancia de
Minkowski per A = p.

¢ Distancia de Mahalanobis:

Ops = ((mr - mS)Tsil(xr B 935))

e Distancia de Minkowski:

L A
57‘3 - Z |xri - wsi|
i=1

A l'escalat multidimensional meétric, la configuracio dels punts s'obté directament de les
distancies. Al MDS no-metric, només és important l'ordre de les distancies. Tenim diverses
opcions per escalar les distancies i intentar representar les dades:

® d., ~ ¢, : escalament classic.
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. (6-s) amb f(é,s) = a + Bé,s : escalament métric.

(6rs) amb f(drs) monodtona qualsevol: escalament no-meétric.

Q

57"3 f
ors = f

rs

MDS metric

També es coneix com escalament classic o analisi de les coordenades principals (PCO).
Donats n objectes amb dissimilaritats §,; volem trobar punts a l'espai euclidia tals que d,s = d,.
L'aplicacié més classica és, donada una matriu de distancies entre ciutats, construir un mapa de
la seva disposicio.

Sigui X la matriu de coordenades amb la solucio, i .,z dues files de X. Fem
6% = (z, — z,)T (z, — x5). Sigui B una matriu de producte interior, amb

_ T
b.s = xr x,.

Assumirem que la soluci6 esta centrada a l'origen, és a dir, que

n
E Lpi = 0.
r=1

Si fem
d%s = :E?Tmr + 33?333 - 2:17;373;
1
_ T, _ 2 T T
by = 7 T, = *E(drs — Ty Ty — T CEs) )
_ 2 2: 2 E: 2 2
brs — _5 drs - drs - drs + _2 dr.s .
n s=1 n r=1 n r=1 s=1
Definim a,s = —1d2,, és a dir que by = Aps — Aps — Qs + A, | AIXO forma una matriu A tal que
TS 2 TS rs T8 T S

1
B=HAH, H=1—- =117,
n

itambé B = XX Volem aproximar B en un espai de dimensié baixa, i ho farem indirectament,
via la matriu de productes escalars.

e Sigui B una matriu qualsevol n x n simeétrica que volem aproximar, pel teorema espectral
real diagonalitza en una base de vectors propis ortogonals amb valors propis reals,

B=VDV" =) NvaT,
i=1
amb Dy = diag(A1,...,An) iV = (v1,...,v,). Si aproximem B per

B:= I/v(>o<,1:k:) D/\(lzk,lzk)(v:k,l:k)T7

tenim l'aproximacié de rang k per minims quadrats de B.

1
e Teniem B = XXT = VD)V, Aleshores, les coordenades de la solucié sén | X = VD/\2 .

e |MPORTANT! Sempre hi haura un valor propi nul, i la soluci6 esta aniuada en les solucions de
dimensio superior.

Algorisme per I'escalament classic

1. Calculem la matriu de distancies.
2. Calculem a,, = —16%.
3. Centrem dues vegades A per obtenir B= HAH.
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4. Calculem la descomposici6 espectral de B.
1

5. La soluci6 és X = VD?,

Bondat d'ajust: com de bé aproximem la matriu de distancies?

Zf:l Ai
Z?;ll Ai
Si B no és positiva semi-definida,
P P
Zi:l Ai o Zi:l Ai
S I 2as0 A

Definicié: una matriu de distancies s'anomena euclidiana si existeix una configuraci6 de punts a
l'espai euclidia tals que les seves distancies vénen donades per D. Es a dir, per alguna p
existeixen punts 1, T2, . . ., &, tals que d% = (z, — z,)T (z, — x;).

Teorema: una matriu de distancies D és euclidiana sii només si B (= HAH, com s'ha definit
préviament) és positiva semi-definida.

Similitud de les dades

A vegades, les dades es donen en forma de similituds c,,. En una matriu de similitud C' es
compleix ¢, = ¢g i ¢ps < ¢p. AQuestes es poden convertir en distancies fent

8rs = v/Crr — 2¢45 + €55 Si C és positiva semi-definida, aleshores la matriu de distancies
obtinguda sera euclidiana.

MDS no-metric

Definim el factor d'estrés de I'escalament com

S ([ (Ors) — dra)?
Zr#s d%s

STRESS(5, X) =

i la minimitzacié d'aquest factor com

stress(A, X) = nﬁl}(l STRESS(A, X).

Minimitzem la funcié objectiu numeéricament, comencant des de certa configuracié inicial.
Procediment

1. Triem una mesura de la distancia.
2. Triem una transformacié monotona f.
3. Escollim un algorisme per minimitzar el factor d'estrés.

Per no quedar atrapats en optims locals, experimentem amb diverses configuracions inicials, i
comparem el factor d'estrés entre solucions 1, 2, 3, . . ., k—dimensionals.

Per saber si I'escalament és adient, podem mirar diverses coses:

e Diagrama bivariant de d, vs. d,..

e Representaci6 del factor d'estrés contra el nombre de dimensions.
e Degeneraci6; quants punts hi ha amb les mateixes d,.;.

e Calcul dels residus d,s — f(drs)-
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5. Analisi de correspondeéencies

Introduccio

Objectiu: estudiar les relacions entre variables categoriques, i donar-ne una visualitzacio util.
Existeixen dos tipus d'analisi de correspondéncies:

e Analisi de correspondéncies simple (CA): dues variables categoriques.
e Analisi de correspondéncies multiple (MCA): diverses variables categoriques.

Perfils

Utilitzarem la seglent notacio:

e N sera la taula de contingéncia I x J.

e P=2 ambn=1"N1.Notemque17P1 =1.

e P és, per tant, una matriu de probabilitats (la matriu de correspondéncia).
Els pesos de les files son:

J
r = Zpij’ r = P1, D, = diag(r).
=1

Els pesos de les columnes sén:
I
cj = Zpij’ c=PT1, D, = diag(c).
i=1

Definicié: un perfil és un vector d'elements no-negatius que sumen 1.

Una taula de contingéncia es pot convertir en una matriu de perfils (perfils fila i perfils columna).
Els perfils fila R (resp. columna C) s'obtenen sumant els elements d'una fila de P i dividint entre
el total:

R=D;'P, C=D;'PT.
Els pesos de columnes i files resulten ser, doncs, mitjanes ponderades dels perfils:
r'D'P=1TP=¢, I'D;'PT =17pPT =T,
Els perfils es poden centrar:

e Perfils fila centrats: D, ' P — 1¢7.
e Perfils columna centrats: D! PT — 197,

Dimensionalitat

El rang per columnes de la matriu de perfils fila és com a molt J — 1, i el rang per files de la
matriu de perfils columna és com a molt I — 1. El rang de la matriu, doncs, és min(I — 1,J — 1).

Inércia

Definicié. Estadistic de x>.
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Podem calcular I'estadistic de x2 amb els perfils també:

2 2 2
X =3 (nij —e;5)° > (npij — nricj)” "y (pij — 7icj)
i €ij i i€ w9
. o e . Lo ' e . . 2
Definicid. /nércia total. La inércia total d'una taula de contingencia és el valor de l'estadistic de x
dividit entre n,

X_2 . Z (pij — Ticj)2
n o TiCj '

,L.7j

B 2
Notem que Zj (]:n—] — Cj) és la distancia euclidiana al quadrat entre el perfil 7 i el perfil fila

iy 2
mitja, i que Zj ci (pi — Cj) és la distancia euclidiana ponderada al quadrat entre el perfil ¢ i el
7

i

perfil fila mitja (anomenada la distancia x?).

La inercia és una mitjana ponderada de les distancies euclidianes ponderades al quadrat. També
es pot interpretar com una mesura de la dispersio6 dels perfils respecte la seva mitjana. Hi ha
dues situacions limit:

e Independéncia perfecta: inércia minima = 0, x2 = 0.
¢ Associacié perfecta: inércia maxima = min(I — 1,J — 1).
Els perfils de taules de contingéncia I x J es poden representar exactament en espais
min(I — 1, J — 1)—dimensionals. Busquem una aproximacié dels perfils en una, dues o com a

molt tres dimensions. El criteri que seguirem sera minimitzar errors en l'aproximacio dels
perfils, el que és equivalent a maximitzar la inércia dels perfils en un subespai de dimensio k.

Equivalentment, podem aproximar per minims quadrats la matriu de desviacions de la
independéncia. La solucié optima s'obté solucionant una equacié de valors i vectors propis, o
fent una descomposicié en valors singulars.

Biplots

En CA fem la SVD de la matriu de residus estandaritzats,

D,

o=

(P—rc") D.* =UDV.

Aproximem els resultats en un espai de dimensié baixa utilitzant només els dos primers valors i
vectors singulars. Les coordenades del biplot sén les que coneixiem fins ara,

_1
e Coordenades principals: F, = D, *UD
_1
e (Coordenades estandar de columnes: Gy, = D,V

Les coordenades principals i les coordenades estandaritzades estan relacionades,
1 L
— 2 — 2
G, =GsD;, F,=FD;.

L'analisi de correspondeéncies té els seglients outputs grafics:

* Hiha una representacio conjunta de les files d'F§ i G, (el biplot dels perfils fila).
e Hiha una representacié conjunta de les files d'F}, i G (el biplot dels perfils columna).
e Tenim

F,G} = (D;'P—1c") D.;*,
G, Ff = (D;'P" —1r") D; 1.
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Relacions de transicié i relacions baricéntriques.
Dels resultats anteriors es deriven les seglients relacions de transicié:
F,=D;'PG,, G,=D.'PTF,.

Les coordenades principals de les files son mitjanes ponderades de les coordenades estandar de
les columnes. Aquestes relacions son molt Utils per calcular coordenades de punts
suplementaris.

Punts suplementaris

Els punts suplementaris son files (columnes) de la matriu de dades, que han estat recollides
(normalment) en condicions diferents a la resta de dades, i que no intervenen en el calcul de la
solucid. Tot i aix0, la seva representacio en el biplot, posterior a I'analisi, pot ser Util per a la
interpretacid. Els punts suplementaris es poden situar en biplots de CA expressant-los com a
perfils i utilitzant les relacions de transicio.

Contribucioé a la inércia

Ala PCA hem vist que la variancia total de la matriu de dades es pot descomposar en
contribucions de cada dimensié (les components principals), en variables i finalment per cada
observacié. A la CA és possible una descomposicié semblant, on la inércia total d'una taula de
contingencia es pot descomposar en contribucions de cada dimensio (eixos principals),
contribucions de files i columnes, i finalment de cada cel-la de la taula. Aquesta descomposicio és
util per observar punts influents a l'analisi.

Teniem

S )
T c %
D R

Cada fila (i columna) fa una contribucio a la inércia total: aquestes s'anomenen inércies de fila i
de columna. Noti's que

X_: — Z M = tr(D;1 (P—rc") D' (P - rcT)T) = tr(D,).

— 7 Ci
i, v

Els valors propis s'anomenen inercies principals i constitueixen la contribucié de cada dimensié
de la soluci6 a la inércia total. Les inércies de cada fila (resp. columna) es poden descomposar en
contribucions fetes per l'eix principal. Aixo ens permet jutjar quanta de la inércia de cada fila
(resp. columna) aporta cada eix, i també ens permet calcular estadistics de la bondat d'ajust per
cada punt.

MCA

Hi ha diverses maneres d'aproximar-se al cas de diverses variables categoriques:

e (Codificacio interactiva de les variables categoriques.
e (Concatenacié de taules per files o per columnes i analisi de la matriu ampla o la llarga.
e Analisi de correspondéncies multiple.

L'analisi de correspondéncies multiple és I'aplicacié de la CA a dues matrius diferents: la matriu
indicadora i la matriu de Burt.

Matriu indicadora
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Les variables categoriques es codifiquen en variables binaries. Calcularem la inércia de la matriu
indicadora:

Z = [Z17Z27"'7ZQ] € MnxJ

Q = nombre de variables categoriques
J;, = nombre de categories per la variable q
In(-) = inercia
Q > In(Z) g
J=3"J, I(Z)=J,-1 = In(Z) = 5 v _ QQ
q=1

Nota: la inercia d’una taula concatenada es la mitjana de les inercies de totes les subtaules.

Inercia per dimensio: —.

Q
Matriu de Burt

La matriu de Burt és una matriu simeétrica J x J que conté totes les taules possibles dos-a-dos
de les @ variables categoriques,

(277, 272, ZTZy - ZTZo]
7172, 77, 77y .- ZZg
BTz |23%1 ZiZy Z3Zy -+ Z3Zq
752, 252, 252y --- 257 |

Totes les taules dos-a-dos tenen els mateixos marges (no hi ha dades mancants a cap variable),
llavors la inércia de la matriu de Burt és la mitjana de les inércies de totes les taules dos-a-dos.
Si hi ha dades mancants, aix0 sera aproximadament cert.

Ajustament de la inércia

Ara volem ajustar la inercia de la matriu de Burt; les matrius de la diagonal tenen inercia maxima,
J, — 1 cadascuna. Volem ignorar la seva contribucio a la inércia total, i tenir en compte només la
inércia de fora de la diagonal. La inércia total de la matriu de Burt és Q? In(B).

In( (ZIH 4s) +ZIn qq> (ZIn 4s) +§;J—1)

q#s q7s

(Z In(By,) Q))

97s

Per tant, la inércia total fora de la diagonal és Q% In(B) — (J — Q). Per ajustar millor la inércia de
fora de la diagonal, reescalem la solucio:

In,q;(B) = scale (Z In(qu)> = scale (Q2 In(B) — (J — Q)) -

q#s

— % (In(B) - ']C;Q) Zln o)

q#s

Ajustament de les inércies principals

A l'analisi basada en la matriu de Burt, les inércies principals també s'han d'ajustar. Les inércies
principals objectiu sumen la inércia de fora de la diagonal de la matriu de Burt. en concret, si fem
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1

2
i = (o7 (Vi-g)) rmavie g

obtenim el resultat. En aquest link i aquest altre hi ha més informacio al respecte.

Com decidim si fer MCA amb Z o amb B?

e Les coordenades estandar de la MCA amb Z o amb B son les mateixes.

e Elsvalors propis de la matriu de Burt son els quadrats dels valors propis de Z.

e Els percentatges d'inercia explicada soén, per tant, més grans si utilitzem B (tot i que no
sumaran mai el 100%, ja que no els agafem tots quan els ajustem).

e |es coordenades principals de la MCA amb B sén disminuides respecte la MCA amb Z.


http://www.econ.upf.edu/~michael/METU/caipA.pdf
http://statmath.wu.ac.at/courses/CAandRelMeth/CARME5.pdf

6. Distribuciéo Normal Multivariada & Inferéencia
Multivariada

Normal univariada

La normal univariada és una distribucioé que descriu molt bé diverses variables aleatories. Si
X ~ N (u,0) aleshores

fX($|,u,,O') -

| =
VR

8
Q| |

=
N————
P

1
exp | —
V2o
Les seves esperanca i variancia valen E[X] = p, Var (X) = o2.

Normal bivariada

Quan volem descriure un vector de dos variables aleatories X7, Xo amb una distribucié normal
bivariant, la seva funcié de densitat de probabilitat és

Normal multivariada

Sigui X = [X1, ..., Xp] una variable aleatoria normal. Aleshores la distribucio és
1 1 Tl
fx(@) = ————ep |2 (z - w)'S (= - p)|.
(2m)= (det X)2

Els parametres sén

e Vector de mitjana poblacional: g = (p1,...,1p)-
e Matriu de variancies i covariancies poblacionals:

o111 012 - Ol
. 021 022 **+ 09

Cov (X) = Ypp =E [(X —p)(X —p) ] =
Opt Op2 - Opp

Estimacié de parametres

Tenim els seglients estimadors de maxima versemblanca pels parametres p i 33:

p=7=(21,...,%,),

. 1 <& _ T

YX=—) (& —z)(z; —x) =8,.
"4

A la practica, sovint s'utilitza S,,_; per estimar %, S, -1 = -5 S,,. Aquest estimador és no
biaixat.

Propietats.

e Les combinacions lineals de components de X segueixen també una distribucié normal
(univariada).

o Si A€ Mgy, aleshores AX ~ N (Ap, ATAT).

e Els subconjunts de components segueixen també una distribucié normal (multivariada).

e Cov(X;,X;) =0 <= les components X;, X; sén independents.

e |es distribucions condicionades de les components s6n normals multivariades.
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Com saber si unes dades segueixen una normal multivariada? Seguim algunes idees
basiques:

e Lesvariables individuals i les respectives distribucions amrginals haurien de tenir
histogrames en forma de campana (semblant a una normal univariada).

e Els diagrames bivariants haurien de tenir ndvols de punts en forma (aproximadament)
d'el-lipse.

e Pot haver-hi alguns outliers; en particular, sobretot en mostres grans.

Representacié y? per normalitat multivariada

Es té que

(@ —p)'S (e —p)~ x5

L'ellipsoide tracat per « descrit per

(®—p)'=7 (&~ p) < xp(1-a)
hauria de contenir el 100 - (1 — )% de les observacions. Per una mostra de dades,

1. Calculem @2 = (z; — z)7S ! (z; — z).

2. Ordenem les distancies creixentment.
. 1

P

2

3. Calculem el rang —

4. Calculem els quantils corresponents g; d'acord amb una distribucio x2.
5. Representem els punts (d?, ¢;).

6. Comparem amb una linia de referéncia amb pendent 1 i interseccié amb I'eix de les y igual a
0 (y = z). Si les dades segueixen una normal multivariant, s'hi ajustaran forga.

Inferéncia

Pel cas univariat, els tests d'hipotesi sobre la mitjana poblacional es fan com:

e Es plantejen les hipotesis: Hy : u = po vs Hy @ pu # po.

e Escalcula l'estadistict = :/_;% ~th_1. t
e Linterval de confianca de probabilitat (1 — a) és CI;_o () = T + > ’;:_1’“/2 :
Noti's que
t2—M—n(E— )(32)_1(5— )
- 32/n - Ho Mo ) -

Per analogia, pel cas multivariat obtenim la T2 de Hotelling:
T? = n(x — [.L())Tsil(i — Wo)-
Els tests d'hipotesi multivariats en un vector de mitjanes poblacionals es plantegen aixi:

hd HOZ[,L:[J,()VSHl:[J,;é[J.O.

1 {cti n—p 2 ~
e (alculem l'estadistic —p(n_l)T Fon—p-

e Laregio de confianca de probabilitat (1 — ) és I'el-lipse tracada per p descrita per:
(n—1)p

n(@—p)'st(@—p <= n—_pr,n_p(a).
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Comparacié de dos grups

Pel cas univariat, feiem per exemple un test d'hipotesi amb la ¢ d'Student de la seglient manera:
volem comparar dues mostres independents, assumint homoscedasticitat.

® Hy:py =paVvsHy:py # po.
e Calculem l'estadistic de contrast,

T:%’m— (Ml—m),
Sp %*’%

o MoVt (-1

P n+m-—2

Sota la hipotesi nul-la, T ~ 4 m—2.
Pel cas multivariat farem el seglient: assumirem

e que les dues poblacions sén normals multivariades.
e que les dues matrius de covariancies sén iguals, 3 = ¥.

Els resultats d'assumir aixo sén:

o T?=[& —Z — (1 —Mz)}T[(L + n%) Sp]il [@1 — 22 — (1 — p2)].

S . 2 (n14+n2—2)p
e Sota la hipotesi nulla, T WF 71 +ng—p—1-

(’I’Ll —l)Sl +(TL2 1)S2
ny+ng—2

e Lamatriu §, = és la matriu de covariancies ponderada.

Si enlloc d'assumir X7 = X5, assumim el contrari, és a dir, que X1 # X5, aleshores
. (1 1 R
"=z~ — (1 —p2)] | =81+ =5 | |21 —@2 — (11— m2)],
1 2

iT? ~ x2.
Com podem comprovar si les matrius de covariancia sén iguals? Les dades que tenim son

e S, : la matriu de covariancies mostral del grup 1.
e S, :la matriu de covariancies ponderada.
e N eltamany total de la mostra, g el nombre de grups, i n; el tamany de la mostra del grup .

Plantejem el seguent test d'hipotesi, anomenat test de Box M:
Hy:%1=%y=---=%;, vs Hj:Jdi,jtalsqueX; #%;

L'estadistic de contrast és

g9
M = (N — g)In(det S,) = (n; — 1) In(det ;).

i=1
Assimptoticament sota la hipotesi nul-la la distribucié d'aquest estadistic és

- 2
X*=-21-¢c)lnM =~ X(g-1)p(p+1)/2°

on ¢ és una constant per corregir el biaix. Aquest test:

e Es molt sensible a les desviacions de la normalitat multivariada.
e No és gens Util per mostres petites.
e Esmassa liberal amb mostres molt grans (rebutja la nul-la massa sovint).
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Comparacio de diversos grups

Per comparar més de dos grups introduim el test MANOVA (Multivariate Analysis Of Variance),
una extensi6 de la T? de Hotelling quan hi ha més de dos grups. Aquesta analisi consisteix en
escriure un model estadistic per les dades. Es modela una fila de la matriu de dades (un vector
d'observacions) aixi:

Zj=p+Tt+e;=m+e, j=12,...,m, 1=12,...,9, €; ~N(0,X).
Les 7, sén els efectes del grup I. Les hipotesis d'aquest test sén
Hy:py =py =---=py vs Hip:3i jtalsquep; # p;.
Equivalentment, com que p; = p + 73,
Hy:mm=m=---=71,=0 vs Hj:JitalqueT; #0.
Estimem els parametres de la seglient manera:

e u l'estimem pel vector de mitjanes mostral global .
e T |'estimem pels vectors de diferéncies (z; — ).
e e l'estimem pels vectors de diferéncies (x;; — ;).

L'analisi de la variancia classica (ANOVA) consisteix en una descomposicié de la suma total de
quadrats en una part entre els grups (Between) i una part dins dels grups (Within). En la
MANOVA aquesta descomposici6 es fa amb les seglients matrius:

3

> (@1 — @) (21 — z),

M=

T —

N
Il

—
<
Il

(@ —z) (= — =),

ol
I
3 EM‘“’

W = (azlj — 51) (:Illj — El)T.

o~
Il @
—
I
—

J

i es compleix que T,», = By, + W,,. Aix0 dbéna lloc a la taula
pXp DPXp DbXp

Font Sumes de quadrats Graus de llibertat
Tractament B g—1

Residual w —g+>m
Total T —14+37

Per fer el test sobre la hipotesi nul-la, utilitzem la Lambda de Wilks:

~ det(W)
~ det(B+ W)’

Per mostres grans i sota la nul‘la, transformem la Lambda de Wilks i aquesta transformaci6
segueix una distribuci6 de x? amb p(g — 1) graus de llibertat:

p+g
_ (n 11— T) In(A) ~ X%, -

També s'usen sovint estadistics de contrast alternatius, com la traga de Pillai, o I'arrel més gran
de Roy. Per mostres grans, son equivalents a la Lambda de Wilks.
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7. Analisi Cluster

Introduccio

L'analisi cluster té com a objectiu descobrir grups "naturals" en les dades (o variables). Per
tant, implica una reduccié de les dades: de n casos o observacions a m << n clusters (grups). El
nombre de clusters pot ser desconegut a priori, i el metode pren com a consideracié previa que
no hi ha cap variable categorica que defineixi un agrupament. L'analisi cluster és una eina
exploratoria que déna una Unica resposta, una idea de com poden ser els grups de les dades.

Evidentment, per trobar grups en les dades (o entre les variables) necessitem una mesura de la
proximitat entre cadascuna de les observacions. No podem ni volem considerar totes les
agrupacions possibles (el nombre d'agrupacions diferents creix exponencialment amb la
quantitat de dades); per tant, utiltizarem algorismes per produir els grups de manera raonable.

Aquests algorismes es separen en quatre grups:

e Metodes jerarquics: en general sén metodes aglomeratius. Parteixen d'una situacio inicial
on cada individu és un cluster, i es van formant els clusters més grans a mida que
l'algorisme avanca. Les observacions no canvien de grup durant el procés de formacié: un
cop una observacié entra en un grup, s'hi manté fins el final de I'algorisme.

e Metodes de particié: es comenca amb una separacio aleatoria i es va millorant
I'aproximacioé considerant el centre de cada grup. En general son métodes iteratius.

e Metodes basats en models estadistics: es basen en un model per les dades i una
distribuci6 de probabilitat, i per maxima versemblanca s'intenta discernir quin cluster és el
millor per cada observacio.

e Altres métodes.

Mesures de la distancia

Distancies per variables quantitatives: aquestes sén algunes distancies utiltizades amb
freqliéncia a l'analisi cluster:

e FEuclidiana

dz,y) = /(z— )" (@ — )

Euclidiana ponderada

d(z,y) = \/(z — 1) Az — v)

e Mahalanobis
d(z,y) = /(z —9)"S (2 — )
e Minkowski
p 3
d(z,y,A) = <Z1 |z — yi"\>
e Canberra
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e Bray-Curtis

N l Zle |$z _yl|

) = o5 e w)

Distancies per variables qualitatives: per calcular la distancia entre dues observacions de la
matriu de dades amb variables qualitatives, es crea una taula com la seguent:

Cas j
1 0
Cas? 1 a b a+b
0 c d c+d
a+c b+d p=a+b+c+d

i es fan servir els seglents coeficients per calcular la distancia entre les observacions:

e (Coeficient de simple matching: %f’l

e Matches un a un: %

a

pa (no considera els 0-0)

e Coeficient de Jaccard:

Distancies entre clusters: per calcular la distancia entre dues agrupacions o clusters s'utilitzen
les seglients distancies, que depenen de la métrica que s'utilitzi entre punts:

e Distancia entre els veins més propers (single linkage)
e Distancia entre els veins més llunyans (complete linkage)
e Mitjana de totes les distancies possibles entre els punts de dades (average linkage)

Criteris per ajuntar clusters

Per ajuntar clusters, es tenen en compte un o més dels seguents criteris:

e Elsingle linkage.

e El complete linkage.

e |'average linkage.

e La distancia entre centroides, d2, = Z;’:l(fﬁ — Z,;)? (coneguda també com UPGMA, de
I'angles Unweighted Pair Group Method using Averages)

e |asuma de quadrats incremental de Ward.

Meétodes Jerarquics

Qualsevol metode jerarquic comenca considerant tots els punts com un cluster, i utilitzant una
de les mesures de la distancia entre clusters vistes anteriorment, decideixen ajuntar clusters.
Després de l'execucié d'un algorisme d'aquest tipus, podem dibuixar un tipus de grafica molt
informativa sobre com ha anat el procés de clustering. Aquesta grafica s'anomena
dendrograma, i té el seglient aspecte:
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Single linkage

1

Distance

Suma de quadrats de Ward

La suma de quadrats de Ward és una mesura de com d'homogeni és un cluster. Donats dos
clusters r i s, tenim les sumes de quadrats de dins dels grups

WSS, = zp:i(xij - Ll_fj)2, WSS, = ii(rij - ij)Q

=1 i=1 j=1 i=1

En ajuntar-los, obtenim un nou cluster ¢, amb una WSS nova igual a

p nT+ns
WSSt = Z Z (IEZ']' — ii’j)z
=1 =1
Aixd dona un increment en la WSS de
Ny Mg
A =WSS; — (WSS, + WSS;) = — 2 d2
Ny + N

| ajuntem els dos clusters amb A minima.

Dades composicionals

Si unes dades tenen alguna restriccio de tipus sumar alguna constant, s'anomenen
composicionals. En aquesta mena de dades, no té gaire sentit calcular les correlacions entre
columnes ja que aquestes estan restringides a sumar sempre el mateix. Aixi doncs, una
aproximacié millor (i més habitual) per calcular les distancies entre les files de la matriu de dades
és la que proposa John Aitchison (decada dels 1980):

e Primer dividim cada fila per la seva suma.

e Transformem les dades amb el logaritme.

e (Calculem la matriu de distancies euclidianes de les dades transformades (la distancia
d'Aitchison)

e Fem clusters amb aquesta matriu de distancies nova.

Consideracions sobre les distancies entre clusters

Podem resumir els avantatges i inconvenients de cadascun dels criteris de la distancia entre
clusters:

e Single linkage: els outliers arriben tard als clusters, perd és molt sensible a aquests.

e Complete linkage: els outliers s'identifiquen i s'ajunten als clusters forca rapid. També és molt
sensible als outliers.

e Average linkage, Centroid distance: poc sensibles als outliers.
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e C(Criteri de Ward: poc sensible a outliers, tendeix a formar clusters de mides similars.

Meétodes no jerarquics: Métode de K-means

L'algorisme que segueix aquest metode és el seglient:

1. Escollim un valor pel nombre de clusters K.

2. Particionem tots els items en K clusters inicials (aleatoriament o utilitzant seeds).
3. Calculem els centroides (baricentres) de cada cluster.

4. Assignem cada element al cluster del baricentre que hi sigui més proper.

5. Tornem a 3, fins que no hi hagi reassignacions.

Després de la convergencia, és recomanable

e Provar clusters inicials diferents, i comparar els clusters finals obtinguts.
e Provar un nombre de clusters K diferent.
e Comparar les mitjanes i les variancies de cada cluster.

Meétodes basats en models

Els métodes que hem vist anteriorment no fan cap suposit sobre la distribucio de les dades. Ara,
assumirem models probabilistics per les dades. Es fa servir un model de mixtura finita,

g(z|m,0) = m1 f1(2|601) + - - + i fi.(2]6k),

amb m; > 0i Zle m; = 1. Cada f; és una distribucié de probabilitat pel cluster i—eéssim, i
freqlientment sén distribucions normals, perd no necessariament ho han de ser. La probabilitat
a posteriori de que la observacio x; pertanyi al cluster ¢—essim és

; fi(z;6:;)
Zﬁ:l T fn (xjyoi)

Els métodes basats en models requereixen un valor o una estimacio del valor del nombre de
clusters k. El model de mixtura finita s'estima per maxima versemblanga, i es calculen les
probabilitats a posteriori per a cada observacio i per tots els clusters. Cada observacié, llavors,
s'assigna al cluster pel qual té la posterior més gran.

Validacié dels agrupaments generats

Volem tenir un nombre de clusters optim respecte algun criteri numeric, i hi ha diversos criteris
d'aquest estil que s'usen popularment:

e |'estadistic pseudo-F' (Calinski-Harabasz, 1974)
e Els coeficients de silueta.

Estadistic pseudo-F

Es defineix I'estadistic pseudo-F com

K1 GSS-(N-1)

F: =
wss W8S (K-1)’
N-1

amb

e K — nombre de clusters
e N = nombre d'observacions/mida de la mostra
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e (SS =suma de quadrats entre els clusters
e WSS = suma de quadrats dins els clusters

Aleshores, es tria la K que maximitza F.
Coeficients de silueta

Siguin C; els clusters, amb i =1, ..., k. Definim

e a;: la distancia mitjana entre la observacié j—eéssima i totes les altres observacions del seu
mateix cluster.

* b;: la minima distancia mitjana entre la observaci6 j—eéssima i totes les observacions d'altres
clusters.

e La puntuacié de silueta,

bj—aj

€[-1,1], j=1,...,N.

g — 1%
7 max(ay, by)

Aquesta puntuacid mesura com de bé una observacio es troba en el seu cluster. Si fem la mitjana
de les s; sobre totes les observacions de la base de dades,

1 X
=2
j=1
agafarem la K que maximitzi aquesta mitjana s.

Comentaris finals

Després d'obtenir els clusters, encara queden algunes preguntes:

e Els clusters obtinguts son realment diferents, o se'n poden ajuntar alguns? Aixd ho podem
investigar amb ANOVA/MANOVA.

e Com d'homogeni és cada cluster?

e Quines variables discriminen els clusters? Podem fer estadistica descriptiva per cada cluster,
o fer LDA/QDA.

Hem vist que l'analista, en fer analisi cluster, ha de prendre diverses decisions importants:

e lesvariables que incloem en I'analisi.

e Possibles transformacions de les dades (per exemple, composicionals).

e |'algorisme a utilitzar: jerarquic, divisori (no jerarquic), basat en models, ...

e La metrica a utilitzar: Euclidiana, Manhattan, Mahalanobis, ...

e La mesura de la distancia entre clusters: single linkage, complete linkage, average linkoge, ...

8. Analisi Discriminant

Introduccio

Objectius: volem separar grups d'observacions de la millor manera possible. Aixo ho
intentarem fer amb un nombre reduit de dimensions descriptives. També volem assignar
noves observacions a un dels grups existents.

La diferencia entre l'analisi cluster i I'analisi discriminant és que en el primer cas no existeix una
variable categorica que separi les dades en grups, i en el segon cas, si que existeix.

LDA de dos grups
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L'LDA (Linear Discriminant Analysis) és un criteri per dissenyar una regla de classificacié que té una
baixa probabilitat d'error de classificacié, que té en compte la prevaléncia de les dades (la
distribucio prior) i que té en compte el cost de classificacié erronia.

Notacio i definicions basiques:

e 71 i Ty representen les poblacions 1i 2, les poblacions de cada grup.

fi(z) i f2(x) son les densitats de probabilitat multivariants per a cada poblacié.
Q2 = R; U Ry és l'espai mostral particionat per la resposta .

Six cau a Ry, es classifica com a part de 1, i com a part de 72 en cas contrari.
p1 = P(x € 1), pa = P(z € m2) son les probabilitats a priori, les prevaléncies.
Les probabilitats de classificacié erronies son

P(2‘1):P(X€R2’7T1)= fl(x) d.'II,
PO2) = PX € Bafm) = [ fo(a) da.

Definim la matriu de costos com una taula de la segtient forma:

Predicted class
m m2

True m 0 c(2(1)
Class w2  ¢(1]2) 0

¢(1|2) és el cost de classificar una observacié com a part de 7, quan en realitat és de 7o, i a la
inversa per ¢(2]1). Aquests costos no sén necessariament iguals. Es defineix el cost esperat de
classificacié erronia ECM (Expected Cost of Misclassification) com

ECM = ¢(1]2)P(2|1)p; + c(2[1)P(1|2)p2,

ja que P(z € m,es classifica dins de m3) = P(2|1)p; i similarment per l'altre cas. Volem
minimitzar aquest ECM, i per tant definirem les seglients regions:

) fi(z) ~1. R fi(z)

1- Z Ly 2 . < 1.
fa() fa(z)
Si tenim les prevaléncies, una millor definicié sera
R : —fl(m) > p—2, Ry : f1() < Pz
f2(z) — p f2(z)

| si disposem tant de les prevaléncies com dels costos,

A ) p . AR 1) p
Ber@ =@ e e @) o

Per X continua, assumim distribucié normal multivariant, de densitat

1 1 Ty—1(gp .
B = e (-5 mr= e m).

1 1 Tyl r — U2 .
f2($) = W Hetzexp <—§($ —N2) Y ( 2 ))

Cal notar que inicialment estem assumint que les matrius de variancies i covariancies dels dos
grups son iguals i que la Unica diferencia entre els grups rau en els vectors d'esperances.



Aleshores, la regla de decisié que minimitza I'ECM basada en la mostra és:
Assignem l'observacié x a la poblacié 1 si

1
5(:?1 — sz)TSZTl(f?l —l—ftz) > 1In <

(:fl — Cf!z)TS;lJi —

c1l2) p2>
@) p )

onS, és la matriu de covariancies mostrals combinada,

TL1—1 n2—1
Sp=—"""-—"785+—205.
P n1+n2—2 1+n1+n2—2 2

Si definima = S, (%1 — #2), y = o’ z, notem que

T - T~ - T -
Y =a Z;, Y =a T1, Yy =0a T.

Amb costos i probabilitats a prioriiguals, la regla de minimitzaci6é de I'ECM per R; es redueix a la
regla univariant seglient:

1
yi>§

y s'anomena el classificador o funcié lineal discriminant.

QDA de dos grups

Si assumim normalitat multivariant, perd matrius de covariancies diferents, i seguim intentant
minimitzar I'ECM, obtenim una regla de classificacié quadratica (Quadratic Discriminant Analysis):

Assignem l'observacié x a la poblacié 1 si

12
~get S 4 S e+ TS e sy e k2 (S50 22

c(2]1) pm
amb

1 det S 1
k= ln( ° 1>+§(51T51151+532Tszlf2)-

5 det SQ

Taxa d'error

Un cop definida una regla de classificacio ens interessa avaluar el seu error global. Hi ha diversos
criteris per acomplir aixo:

e Actual Error Rate (AER, dependent de la densitat)
AER =p1 | fi(z)dz+p: [ fo(z)dz.
Rz Rl

e Apparent Error Rate (APER, independent de la densitat), basat en la matriu de confusié

Predicted class

1 T2
True M1 n s
Class ™ n»n Noo
L'APER s'obté de la seglient manera
ni2 + na1

APER = ,
ni + ne
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i subestima 'AER.

Jackknife o hold-one-out
Procediment:

1. Agafem les dades del grup 7;. Ometent la :—éssima observacié, construim el classificador
amb n; — 1 + ns observacions.

2. Classifiquem la —éssima observacié usant el classificador.

3. Repetim el procediment anterior per a totes les observacions del grup 1.

4. Calculem nf , el nombre d'observacions que han estat classificades erroniament quan han

estat apartades.

H
2M*

6. Obtenim una estimacié de I'esperanca de I'AER,

5. Fem el mateix pel grup 7 i calculem n

nH +nl
E[AER] ~ H

LDA de diversos grups

La regla de minimitzacié de I'ECM es pot estendre a k grups, amb I'anomenat FDA (Fisher's
Discriminant Analysis). Amb costos iguals per cada grup,

Assignem l'observacié x a T, si
prfr(z) > pi fi(z), Vi # k.
FDA

L'FDA busca una combinacio lineal optima,
Zl = a1X1 +... —I—apo,

que maximitza la ratio entre la variabilitat entre grups i la variabilitat dins dels grups. La funcié
objectiu és

a’ Ba

aTWa

W és la matriu de les sumes de quadrats dins dels grups. Per a un Unic grup 1,
Wi = (X; — 1m{)"(X; — 1m]),
i W eés
k
W=> W,
i—1

7

B és la matriu de les sumes de quadrats entre grups, i T' és la matriu amb les sumes de quadrats
totals,

T=(X-1m")T(X-1m"), T=W+B.
Els pesos optims a es troben solucionant un problema de valors i vectors propis,

W!Ba = )a.

El nombre de dimensions d de la soluci6 és d = min (k — 1, p), i
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W 1BA = AD,.

Els vectors propis habitualment s'escalen per complir que ATSpA = Id. Si seleccionem els dos
primers valors i vectors propis, podem graficar les dades en un espai de dues dimensions, en un
procediment semblant al que féiem per I'analisi de components principals.

Alternativament, per analisi discriminant de dos grups podem utilitzar regressi6 logistica, i per
analisi discriminant de diversos grups podem utilitzar un model logit multinomial.
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